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Résumé
Dans cet article, nous présentons un nouveau voisinage appelé Voisinage γ-Observable. Ce voisinage cons-
titue un intermédiaire entre les k-Plus-Proches-Voisins et les Voisins Naturels en améliorant la répartition
des représentants sélectionnés autour du point considéré. Un paramètre réel permet de faire varier la taille
du voisinage entre un unique représentant (le plus proche voisin) et la totalité des représentants. Ce voisi-
nage se détermine par des calculs de distance et de tri peu coûteux en temps machine et en mémoire. Nous
étudions ses premières propriétés. Nous donnons une caractérisation d'un représentant dit γ-Observable et
nous établissons un critère de γ-Observabilité global. Nous montrons que le Voisinage 0.5-Observable per-
met d'approcher les Voisins Naturels en grande dimension et le vérifions par l'expérience. Nous signalons
en conclusion quelques applications possibles en Quantification Vectorielle et en interpolation dans des
espaces de grande dimension basée sur la triangulation induite de Delaunay.

I. Introduction
La définition d'un voisinage joue un rôle important en géométrie algorithmique pour appli-

quer des techniques d’interpolation en modélisation de données [1][21]. En statistiques (appro-
ches descriptives), le voisinage permet d'associer à un point de l'espace d'entrée, une
information de sortie stockée par des représentants (e.g. dans les Systèmes d'Information Géo-
graphique [9], les Réseaux de Neurones [4][5] et en logique Floue [11]) ou bien de déplacer
des représentants (appelés vecteurs «codebook») afin de mieux modéliser la distribution des
données a priori inconnue (e.g. en Quantification Vectorielle [17] ou pour la représentation et
le regroupement de données («data clustering») [16]).

Deux voisinages particuliers, les k-Plus-Proches-Voisins (k-PPV) et les Voisins Naturels
(VN), nous ont conduits à introduire la notion de voisinage γ-Observable. Ces voisinages sont
basés sur une structure fondamentale en géométrie algorithmique connue sous le nom de «dia-
gramme de Voronoï» [6][13][20].

Soient un ensemble S =(p1,…,p n) de n points distincts dans un espace euclidien RD et q un

point de RD. Le polytope de Voronoï d'un pi est la partie convexe non vide de RD définie par:
Définition 1

Les polytopes de Voronoï fournissent une décomposition cellulaire de RD.
Les k-PPV d'un point q de RD forment le sous-ensemble Sk de S contenant les k points de S

les plus proches de q (Figure 1a). Dans la suite, nous appelons les points de S des «représen-
tants».

Ainsi, les k-PPV définissent un voisinage basé sur la distance. Cette propriété est utilisée
dans l'algorithme du «Neural-Gas» menant à une technique de Quantification Vectorielle (QV)
efficace [17].
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Cependant, les k-PPV d'un point ne garantissent pas de l'entourer même s'il est situé à l'inté-
rieur de l'enveloppe convexe des représentants (cf. Figure 1a), ce qui peut expliquer que les k-
PPV sont moins adaptés à l'interpolation [15].

Un autre voisinage, basé sur les régions de Voronoï des représentants, est utilisé depuis
longtemps dans des modèles écologiques et physiques [6][20][24] sans nom spécifique. Dans
[22], les représentants appartenant à ce voisinage sont appelés les Voisins Naturels (VN) d'un
point q.

Soient un ensemble de représentants distincts S=(p1,…,p n), et un point q, les Voisins Natu-
rels de q sont définis comme l'ensemble des représentants pi dont la région de Voronoï définie
sur l'union de S et de {q}, a une frontière commune avec celle du point q:
Définition 2

Si l'on considère la triangulation de Delaunay, structure duale du diagramme de Voronoï,
qui connecte les points dont les régions de Voronoï ont une frontière commune, alors les VN
d'un point sont les représentants qui lui sont liés par une arête de la triangulation de Delaunay
de l'ensemble des représentants et du point considéré (cf. Figure 1b) [6][13][20].

Les VN ont des propriétés très intéressantes [22]. Ils ont été utilisés en interpolation
[8][15][21], pour modéliser les structures biologiques et dynamiques (e.g. croissance des
arbres; des cellules ou des cristaux [19], biologie moléculaire [14][24]) et comme support pour
la Méthode des Eléments Finis appelée Méthode des Eléments Naturels [23].

Cependant, en pratique, trouver les VN d'un point dans des espaces de grande dimension
(en pratique, D au-delà de 5 si n est de l'ordre de 25 (cf. Tableau 1)) nécessite des calculs com-
plexes (il faut calculer des volumes de polytopes à D dimensions pour interpoler [22] et résou-
dre des systèmes linéaires de grande taille si l'on veut seulement trianguler). Ils nécessitent
aussi la construction d'une structure de données arborescente pour permettre de diminuer les
temps de calcul [7][8][23]. Ces deux faits limitent l'utilisation de VN en QV [17] et en approxi-
mation de fonction [4][5] à cause de la grande dimension D des données rencontrées fréquem-
ment dans ces applications. De plus, la taille du voisinage correspondant aux VN ne peut être
réglée, on ne peut donc pas l'utiliser en QV [17] où la taille du voisinage doit diminuer au cours
du temps pour assurer la convergence de l'algorithme.
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Figure 1: La distance Euclidienne est utilisée pour définir (a) les 5-Plus-Proches-Voisins (gris) d'un point q
(noir), (b) les Voisins Naturels (gris) de q et (c) les Voisins 0.5-Observables (grands disques gris) de q, pour la
même configuration des représentants avec le diagramme de Voronoï (traits continus fins) et la triangulation de
Delaunay (traits continus forts). En traits pointillés, le diagramme de Voronoï tel qu'il serait si l'on ne tenait pas
compte du point q en (b) et si l'on en tenait compte en (c). Dans cet exemple, les Voisins Naturels et les Voisins

0.5-Observables entourent le point q tandis que les 5-PPV ne l'entourent pas.



Nous présentons ici un nouveau type de voisinage qui cumule les avantages des k-PPV et
des VN sans leurs inconvénients. La taille de ce voisinage est réglable grâce à un paramètre; il
peut être calculé avec des opérations simples de type calcul de distances et algorithmes de tri et
il ressemble au voisinage Naturel (celui défini par les VN) dans le sens où ses voisins entourent
le point considéré.

Nous définissons un voisinage qui peut servir à la fois pour l'auto-organisation des représen-
tants dans un espace d'entrée (approche QV) et pour l'interpolation dans un espace de sortie
(approche approximation de fonctions).

Ce nouveau voisinage basé sur le diagramme de Voronoï est appelé voisinage γ-Observable
(cf. Figure 1c). Il est inspiré par un phénomène d'organisation humaine que nous appelons le
problème du «concert de plein-air» décrit ci-après, qui est un cas particulier d'une classe de
problèmes plus généraux de «visibilité» [9][12].

II. Le voisinage γ-Observable
Soient un ensemble S=(p1,…,p n) de représentants distincts dans un espace euclidien RD, q

un point de RD, et γ un nombre réel compris entre 0 et 1. Le voisinage γ-Observable NγS de q
est défini sur S par:
Définition 3

Les éléments du voisinage γ-Observable de q sont appelés les «Voisins γ-Observables» de q
(cf. Figure 2).

Considérant la définition 3, nous avons:
Conséquence 3.1

ce qui signifie que pour γ=0, seuls les représentants pwin les plus proches de q sont Voisins
γ-Observables de q. En général, pwin est unique sauf lorsque q se trouve sur la frontière de
polytopes de Voronoï (cf. Figure 3).

Par ailleurs nous avons:
Conséquence 3.2

ce qui signifie que pour γ=1, tous les représentants sont des Voisins γ-Observables de q (cf.
Figure 3). Ces conséquences sont immédiates en utilisant la définition 3.

Régler le paramètre γ entre 0 et 1 permet de régler la taille de Nγ entre 1 et n.
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Figure 2: les Voisins γ-Observables (grands disques gris) d'un point q (noir) avec γ=0.25 (a) et 0.75 (b). Si qi
(petits disques gris ou blancs) est dans la région de Voronoï de pi (qi est en gris dans ce cas), alors pi fait partie

du voisinage γ-Observable de q.
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La Figure 3 montre le voisinage γ-Observable d'un point pour différentes valeurs de γ pour
un même ensemble de 100 représentants uniformément répartis dans le carré unité.

La Figure 3, pour γ=0.8, montre qu'il existe des représentants à l'intérieur de l'enveloppe
convexe des Voisins γ-Observables de q, qui ne font pas eux-même partie de ce voisinage. Le
voisinage γ-Observable peut être qualifié de «non-convexe» dans ce cas, contrairement aux
voisinages définis par les k-NN et les VN qui sont toujours «convexes» (Cf. [25] pour les fon-
dements mathématiques et l'origine de cette définition de la convexité d'ensembles discrets).
Nos expériences en Quantification Vectorielle montrent l'intérêt de cette caractéristique du
voisinage γ-Observable qui tend à homogénéiser la répartition des représentants voisins.

D'un point de vue numérique, la complexité de calcul des Voisins γ-Observables est

O(D.n2), si l'on utilise un algorithme de tri en O(D.n) pour trouver le plus proche voisin de qi
(cf. définition 3). Elle est linéaire avec la dimension de l'espace d'entrée, cette dimension peut
donc être «grande» comparée à la limite pratique pour les Voisins Naturels (i.e. au-delà de
D=5 pour n=25). Dans le cas d'applications où les temps de calculs sont primordiaux, il est
possible d'utiliser des algorithmes de recherche des PPV plus performant pour réduire cette
complexité à O(D.n.log(n)) [3], voire compte tenu de la simplicité des opérations mises en jeu,
d'utiliser des architectures parallèles [2][10] ce que ne permettent pas les VN.

Analogie du concert de plein-air
On peut montrer que le voisinage γ-Observable est une solution du problème du «concert de

plein-air» qui est posé comme suit: «Soit une foule de spectateurs répartis aléatoirement autour
de la scène d'un concert de plein-air, quels sont ceux qui peuvent voir la scène?»

Les spectateurs qui peuvent observer la scène pour une hauteur donnée de celle-ci, sont
ceux qui appartiennent à son voisinage γ-Observable. Dans cette analogie, γ règle la hauteur de
la scène et donc la taille du voisinage (cf. Figure 4).
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Figure 4: (a) Vue de dessus du concert de plein-air. (b) Vue de côté du champ visuel
d'un spectateur en fonction de la position de la scène.

Figure 3: différents voisinages γ-Observables (cercles noirs) d'un point q (croix noire) définis sur un même
ensemble de représentants (cercles) pour différentes valeurs de γ



III. Propriétés
III.1 Propriété 1: taille du voisinage

La démonstration de la propriété suivante est donnée en Annexe:

Propriété 1

La propriété 1 assure que, toutes choses égales par ailleurs, la taille du voisinage γ-Observa-
ble Nγ croît avec γ (cf. Figure 3).

III.2 Propriété 2: lien avec les voisins naturels
Nous considérons le cas particulier du voisinage 0.5-Observable défini par:

Nous démontrons en Annexe la propriété suivante:

Propriété 2

Pour un point donné, les Voisins 0.5-Observables sont un sous-ensemble de ses Voisins
Naturels. La propriété 1 permet d'étendre ce résultat à tout γ inférieur à 0.5.

Le nombre de Voisins 0.5-Observables est une borne inférieure du nombre de Voisins Natu-
rels, facilement calculable même en dimensions élevées.

Les Voisins 0.5-Observables sont aussi un moyen de déterminer si une triangulation de
Delaunay est aussi une triangulation de Pitteway (cf. [20] (pp.90-92)). La Figure 5a montre les
Voisins 0.5-Observables comparés aux Voisins Naturels d'un point.

Pour quantifier la relation entre les Voisins 0.5-Observables et les Voisins Naturels, dans
l’expérience suivante, nous calculons le rapport du nombre de Voisins 0.5-Observables sur le
nombre total de Voisins Naturels de chaque représentant parmi tous les autres.
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Figure 5: en (a) et (b), les Voisins Naturels du disque noir sont les grand disques gris ou blancs. (a) Les Voisins
0.5-Observables de q (grands disques gris), sont un sous-ensemble des Voisins Naturels de q tels que l’arête de

Delaunay entre q et pi coupe la frontière commune à VS U{q}(q) et VS U{q}(pi) en qi. (b) montre les régions

d'influence superposées du représentant (noir) pour les Voisins 0.5-Observables (région grise intérieure au trait
fort) et les Voisins Naturels (région grise entière). La région d'influence de p au sens des Voisins 0.5-Observables
est homothétique à la région de Voronoï de p. p est un Voisin Naturel de q1 et q2, mais en utilisant les Voisins 0.5-

Observables, p n'est détecté que comme Voisin Naturel de q2.



 Le Tableau 1 donne le rapport moyen obtenu pour différents nombres de représentants et
différentes dimensions sur 10 expériences dans chaque cas. Une partie du Tableau 1 n'a pu être
complétée du fait de la grande complexité des calculs et du manque de mémoire lors de l'utili-
sation du logiciel QHull [7] pour le calcul des Voisins Naturels grâce à la triangulation de
Delaunay. Le calcul des Voisins 0.5-Observables ne souffre pas de ce problème puisqu'il con-
siste à calculer des distances euclidiennes (O(D)) et rechercher des minima (O(n)) ce qui n'est
pas coûteux en temps de calcul ni en place mémoire même en grandes dimensions (D>5).

Nous pouvons voir que pour un nombre de représentants n donné, plus la dimension D est
élevée meilleure est l'approximation des Voisins Naturels par les Voisins 0.5-Observables. De
même, pour un espace de dimension donnée D, plus le nombre de représentants n est faible,
meilleure est cette approximation.

On peut envisager d'utiliser les Voisins γ-Observables, particulièrement en grande dimen-
sion, pour trouver les Voisins Naturels restant en utilisant la technique proposée dans [14].
Une voie à explorer est l'utilisation directe du Voisinage γ-Observable avec différentes valeurs
de γ pour tenter d'encadrer avec plus de précision l'ensemble des Voisins Naturels voire pour
les trouver tous.

III.3 Propriété 3: forme des régions d'influence
Nous définissons la Région d'Influence RIN(pi) d'un représentant pi correspondant à un voi-

sinage N, par:

Définition 4

La Figure 5b montre la région d'influence d'un représentant en fonction du type de voisi-
nage utilisé. Il apparaît sur la Figure 5b, que la région d'influence d'un représentant correspon-
dant au Voisins 0.5-Observables, est incluse dans celle correspondant aux Voisins Naturels, ce
qui est décrit par la propriété 2.

Nous avons alors la propriété suivante démontrée en Annexe:

Propriété 3

où HΩ ,k est l'homothétie de centre Ω et de rapport k. Cette propriété signifie que la région
d'influence d'un représentant au sens du voisinage γ-Observable est homothétique à sa région
de Voronoï. La Figure 5b illustre cette propriété pour les Voisins 0.5-Observables.

Tableau 1: rapport moyen et écart type du nombre de Voisins 0.5-Observables sur le nombre de Voisins Naturels
de chaque représentant parmi eux, sur 10 expériences pour un ensemble de n représentants uniformément distri-

bués dans un hypercube unité D-dimensionnel.

n D+2 25 50 100 500

D mean std mean std mean std mean std mean std

2 0.72 0.25 0.63 0.20 0.64 0.20 0.64 0.20 0.66 0.20
3 0.65 0.25 0.48 0.18 0.48 0.17 0.47 0.16 0.47 0.16
5 0.69 0.20 0.41 0.15 0.35 0.12 0.32 0.12 0.29 0.10
10 0.77 0.16 0.65 0.15 - - - - - -
15 0.87 0.11 0.83 0.11 - - - - - -
20 0.94 0.07 0.92 0.08 - - - - - -
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IV. Caractérisation et critère de γ-observabilité
Dans cette section, nous définissons un critère algébrique d'appartenance au voisinage γ-

Observable ainsi qu'une valeur critique γc au-dessus de laquelle tous les représentants sont

Voisins γ-Observables de tout point du domaine de RD considéré.

IV.1 Caractérisation d'un représentant γ-Observable
Pour un point q donné de RD, nous définissons Cj(S,q,γ) par:

Définition 5

avec

et la fonction d'Heavyside

Conséquence 5.1

Cj(S,q,γ) est une fonction caractéristique de l'appartenance du représentant pj au voisinage
γ-Observable de q.

En effet, par construction, pour tout indice :

IV.2 Critère de γ−Observabilité
Soit ∆ un domaine borné de RD de diamètre δ contenant les représentants pi de S et les

points q. Nous avons la propriété suivante

Propriété 4

Cette propriété est démontrée en Annexe. Le choix de γ supérieur ou égal à cette valeur cri-
tique γc garantit que tous les représentants pj appartiennent au voisinage γ-Observable de tout
point q de ∆.

Il découle des propriétés 1 et 4 que:

ce qui généralise la conséquence 3.2 de la définition 3.
Par construction, γc est minorée strictement par la valeur 0.5. Cette valeur particulière de γ

(cf. Section III.2) apparaît de nouveau ici soulignant les liens qui unissent les Voisins γ-Obser-
vables et les Voisins Naturels.
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IV.3 Etude de NγS en fonction de γ et de D
La Figure 6 montre l'évolution de la taille du voisinage γ-Observable en fonction de la

valeur de γ pour différentes dimensions.
Elle a été calculée en utilisant n={100,1000} représentants aléatoires uniformément répartis

dans un hypercube unitaire D-dimensionnel [0,1]D, et en calculant le nombre de Voisins γ-
Observables de q(0.5,0.5,...,0.5), centre de cet hypercube, pour γ prenant ses valeurs dans [0,1]
de 0.1 en 0.1. Les courbes résultantes sont la moyenne sur 10 expériences avec différentes con-
figurations aléatoires des représentants.

Nous observons que la taille du voisinage γ-Observable n'est pas linéaire avec γ, et pour un
nombre n de représentants, cette taille augmente d'autant plus vite avec γ que la dimension D
est grande.

Nous constatons que pour n=100 et n=1000 représentants, plus de 95% de ces points sont
des Voisins 0.5-Observables du point q en dimension D=20, donc plus de 95% des représen-
tants sont des Voisins Naturels de q. Ce résultat expérimental tend à confirmer un résultat
théorique établi par Demartines et Fort [26], qui montre que plus la dimension D est grande,
plus la norme de vecteurs tirés aléatoirement dans D est proche de la moyenne de ces normes,
i.e. les points tirés semblent tous être équidistants les uns des autres, donc tous situés approxi-
mativement aux sommets d'un simplexe équilatéral. Or dans un tel simplexe, les sommets sont
tous Voisins Naturels les uns des autres, et on peut montrer en particulier qu'ils sont tous Voi-
sins 0.5-Observables les uns des autres, ce qui correspond approximativement à la situation
observée.

Nous observons comme à la section III.2, que plus la dimension D est élevée pour un nom-
bre de représentants n donné, plus la proportion de Voisins 0.5-Observables parmi les repré-
sentants est grande, donc meilleure est l'approximation des Voisins Naturels par les Voisins
0.5-Observables.

V. Discussion et conclusions

Nous avons défini un nouveau voisinage appelé voisinage γ-Observable, qui rassemble les
propriétés intéressantes des k-Plus Proches Voisins et des Voisins Naturels: sa taille est régla-
ble, il implique des opérations simples et peu de mémoire, ses voisins entourent le point consi-
déré. Nous avons donné une caractérisation algébrique de ce voisinage et étudié quelques-unes
de ses propriétés. Ce voisinage peut éventuellement être implémenté sur une architecture
parallèle a priori sans grande difficulté. Nous avons étudié plus particulièrement le cas des
Voisins 0.5-Observables qui peuvent être utilisés pour approcher les Voisins Naturels plus dif-

γ γ

x o +∗ 20D 15D 10D 5D 4D 3D 2D

n=100 n=1000

card(Nγ(q))
        n

card(Nγ(q))
        n

Figure 6: taille du voisinage γ-Observable en fonction de D et γ pour n=100 et n=1000.



ficiles à calculer et qui ouvre de nouvelles voies en analyse de données de grandes dimensions.
Les Voisins γ-Observables font le lien entre les k-Plus Proches Voisins, voisinage simple à cal-
culer mais relativement pauvre, et les Voisins Naturels, voisinage plus riche puisque porteur
d'une information sur la topologie des données (dimension intrinsèque [18] et positions relati-
ves) mais plus complexe voire impossible à calculer en grande dimension. Le voisinage γ-
Observable est donc un outil supplémentaire pour la caractérisation et l'analyse de données en
grandes dimensions.

Notre intérêt se porte actuellement sur l'utilisation du voisinage γ-Observable en Quantifi-
cation Vectorielle [27], où il donne déjà des résultats prometteurs comparés à ceux du Neural-
Gas [17] sur diverses distributions. La propriété de «non-convexité» semble jouer un rôle
important dans ce type d'applications.

Plus généralement, l'utilisation du voisinage γ-Observable dans le domaine des systèmes
coopératifs (automates cellulaires, réseaux neuronaux auto-organisés) pourrait mener à des
comportements dynamiques intéressants dans ces systèmes où la définition d'un voisinage joue
un grand rôle.

Nous étudions aussi les rapports entre ce voisinage et la technique d'interpolation des
Noyaux de Voronoï que nous avons développée récemment [28] et qui respecte la triangula-
tion induite (i.e. partielle) de Delaunay [18]. Cette technique peut s'appliquer dans des espaces
de grande dimension sur des triangulations de Delaunay partielles dont la dimension intrinsè-
que varie spatialement, ce qui est difficilement envisageable avec d'autres approches de type
B-spline par exemple.

Le voisinage γ-Observable ouvre donc des perspectives dans les domaines de la géométrie
algorithmique, de l'analyse de données, de la Quantification Vectorielle, de la dynamique des
systèmes coopératifs, et de l'interpolation.
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Annexes
Dans toutes les démonstrations qui suivent, nous considérons un ensemble S=(p1,…,p n) de

n points représentants distincts dans un domaine ∆ borné de l'espace euclidien RD, q un point
de ∆, δ le diamètre de ∆, et γ ou γj un nombre réel compris entre 0 et 1.

Démonstration de la Propriété 1

Soit qi,j défini par:

alors on a:

CQFD.

qi j, γ j pi 1 γ j–( ) q⋅+⋅= 1( )

γ0 γ1,( ) 0 1,[ ]2 γ1 γ0≥( ) 1 γ1–( ) q pi– 1 γ0–( ) q pi–⋅≤⋅⇔,∈∀

qi 1, pi–⇔ qi 0, pi–≤

qi 0, VS pi( ) qi 1, VS pi( )∈⇒∈( )⇔

pi Nγ0S
q( ) pi Nγ1S

q( )∈⇒∈( )⇔

Nγ0S
q( ) Nγ1S

q( )⊆( )⇔



Démonstration de la Propriété 2

Soit qi défini par:

alors:

et par la définition 3, on obtient:

par suite de (3) et (4), on a:

Donc,

ce qui mène à:

CQFD.

Démonstration de la Propriété 3

Considérant les définitions 3 et 4, on obtient:

et suivant la définition 3, l'équation (8) se traduit par:

où HΩ,k est l'homothétie de centre Ω et de rapport k.

CQFD.

qi 0,5 pi q+( )⋅= 2( )

qi q– qi pi–= 3( )

pi N0,5S
q( ) qi VS pi( )∈⇔∈ 4( )

4( ) qi VS pi( ) pj S
qi pi– qi pj–≤

qi q– qi pj–≤



,∈∀⇔∈⇔

qi VS q{ }∪ pi( )∈

qi VS q{ }∪ q( )∈



⇔

qi VS q{ }∪ pi( ) VS q{ }∪ q( )∩( )∈⇔ 5( )

                                 (5) VS q{ }∪ pi( ) VS q{ }∪ q( )∩( ) ∅≠⇒ 6( )

6( ) pi VNS q( )∈⇔

pi N0,5S
q( )∈ pi VNS q( )∈⇒

q R
D

N0,5S
q( ) VNS q( )⊆,∈∀⇔

pi S RINγS
pi( ) q R

D
pi NγS q( )∈∈

 
 
 

=,∈∀ 7( )

7( ) pi S RINγS
pi( ) q R

D
qi VS pi( )∈∈

 
 
 

=,∈∀⇔ 8( )

pi S q RINγS
pi( ) qi VS pi( ) et q pi–( )∈,∈∀,∈∀ 1

1 γ–
----------- qi pi–( )⋅= 9( )

9( ) pi S q RINγS
pi( ) qi VS pi( ) et q∈,∈∀,∈∀⇔ H

pi
1

1 γ–
-----------,

qi( )=

9( ) pi S R,∈∀ INγS
pi( ) H

pi
1

1 γ–
-----------,

VS pi( )( )=⇔



Démonstration de la Propriété 4

D’après la caractérisation des Voisins γ-Observables (Conséquence 5.1):

Si le produit scalaire P est négatif ou nul, cette inégalité est vérifiée automatiquement et
Cj(S,q,γ)=1 est réalisé.

Si P est positif, alors pour réaliser Cj(S,q,γ)=1, on doit avoir:

or

Ainsi, pour j fixé, Cj(S,q,γ)=1 est réalisé pour tout q de ∆ lorsque

Lorsque j décrit {1,...,n}, Cj(S,q,γ)=1 est réalisé si l'on choisit γ tel que

CQFD.
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